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摘 要:本文考虑的基于的是最小路径描述的复杂系统，其中各子系统是相互独立的，且寿命

分布未知．在子系统寿命数据为区间型数据条件下，给出了系统可靠度函数的估计，并且对其性质
进行了研究．
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Abstract: In this paper，our consideration is based on the complex systems discribed by minimum path． The
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gives estimation of system reliability function and analysis of the properties．

Key words: Interval censored data; reliability function; minimum path

收稿日期: 2010 － 06 － 19
基金项目: 黑龙江省教育厅科学技术研究项目( 11551094，11551134)
作者简介: 张学玲( 1985—) ，女，硕士研究生，E-mail: zhangxuelingling@ 126． com;

张国志( 1961—) ，男，教授，硕士生导师，E-mail: zhangguozhi0908@ 163． com．

0 引 言

产品从简单的单个元件到由众多元件组成的复

杂系统应有尽有．可靠性就是评估产品正常工作的
能力，是衡量其质量的一个重要指标． 实际上，由众
多元件组成的系统一般是很复杂的，需要用多个随

机变量进行描述．一个由多个子系统按一定方式构
成的系统，称为复杂系统．复杂系统通常用最小路径
或最小割集描述．对复杂系统的可靠性进行研究，主
要是在两个方面，一是系统可靠度的计算，二是系统

特征指标的统计推断． 本文研究的是复杂系统部分
特征指标的统计推断问题．

在实际问题中，直接来自系统的数据信息是很

少的，通常我们能够获得的是子系统的数据信息，那

么由子系统数据信息研究系统的可靠性自然就是一

个人们普遍关注的问题了． 而子系统数据信息的形
式是多种多样的．对于系统可靠性的统计推断通常
都是假定:子系统分布已知，或寿命数据是完全的．
对基于最小路径或最小割集描述的复杂系统，子系

统的寿命分布未知，且来自其子系统的寿命数据是

不完全的．这种条件下的研究目前几乎没有涉及．区
间型数据是不完全数据的一种形式． 因此在区间型
数据下，对系统可靠性的特征指标进行统计既有重

要的理论意义又有普遍的应用价值．
随机试验中，经常出现这种情况，随机变量 X



是落入某个可观察区间的，但不知道其的具体观察

值，这种数据称为区间数据．对区间型数据的研究可
以追溯到很久以前，20 世纪 60 年代的按时间分组
数据研究可视为它的一种特殊情况，生物医学的数

据处理中常按时间顺序 a0 ＜ a1 ＜… ＜ an ＜ ∞，把时
间分成若干段［a0，a1) ，［a1，a2) ，…，［an，∞ ) ，然后
看看被考察对象 ( 如寿命长度、药物起作用的时间
等) 出现在哪个时段中，或者说考虑每一时段中被

考察对象的个数，然后作出统计推断． GunnarKull-
dorff ( 1961) 对这种分组数据的参数估计作过研究，
他主要是研究指数分布的． 同类的研究也一直受到
人们的关注．文［1］在区间型数据下，研究了如何估
计 X的分布函数( 或分布函数的函数与泛函) 的方
法，运用非参数极大似然估计方法，给出分布函数的

估计，并且讨论了其估计量的性质．文［2］在区间删
失数据下，介绍了凸 Minorant 分布估计算法和收敛
情况;文［3］在已知的区间删失数据条件下，运用非
参数估计方法，给出分布函数的估计; 文［4］深入研
究了关于渐近最优估计平稳区间的功能检验; 文

［2］、［3］、［4］都是介绍关于区间数据下分布函数
估计问题方面的成果． 文［5］在用随机变量的分布
函数完全描述随机变量取值的概率规律下，讨论了

一维连续实随机变量序列的分布函数的一些性质．
文［6］提供了一种指数寿命定时截尾寿命试验数据
情形下参数的点估计方法，并在该点估计的基础

上，利用Winterbottom 推广了的WCF展开给出了参
数的区间估计．进一步讨论了部件为指数寿命定时
截尾寿命试验数据情形下系统可靠性综合问题，并

通过数值模拟说明本文方法的可行性． 文［7］将求
参数函数置信下限的 WCF 方法推广到参数的估计
量之间具有相关性的一般情形; 利用了推广了的公

式，给出了求单个威布尔型设备及含威布尔型设备

的系统可靠度置信下限的方法，并且进行了模拟研

究，模拟结果表明，该方法优于基于渐近正态性的近

似方法，尤其是在中小样本情况．
在两状态系统的统计推断问题中，人们所关注

的问题有:系统可靠度的估计，系统可靠度置信下限

的估计，子系统重要度的估计与检验等问题．系统特
征指标的统计推断方面的研究相对较少． 主要原因
是子系统的寿命分布不一定相同，有的不容易确定;

系统结构的复杂性也使得检验统计量的渐近分布不

容易得到．文［8］考虑了子系统寿命为指数分布的
串联系统的失效率检验问题，给出条件一致精确无

偏检验．文［9］通过把非指数分布近似化为指数分

布的方法，进一步考虑了子系统寿命服从不同分布

的情况，完成了相应的检验问题． 文［10］基于最小
路径、最小割集的一般两状态复杂系统，首次给出了
系统可靠度的解析表达式及算法实现． 为复杂系统
的研究( 不管是系统可靠度的计算，还是系统特征

指标的统计推断) 提供了一个有效的工具．文［11 －
12］对系统特征指标的统计推断问题做了研究，得
到了一些结果．而在每个子系统数据是区间型数据
下，系统可靠度的估计及其性质方面的研究并未

涉及．

1 主要的结果

首先给出一些引理．［1］中对区间型数据的分
布函数估计形式及其性质的叙述如下所示:

设{ Ti} 是一列独立随机变量( 也可以是常数)

序列，它是可以被观察到的．令

δi = I{ Xi≤Ti} =
1， Xi≤Ti，

0， Xi ＞ Ti
{ ．

( 1)

虽不能观察到 Xi，但却能观察到 ( Ti，δi ) ，i = 1，2，
…，n．在实践中，往往{ Ti}是试验时刻，试验到 Ti 为

止． 并且用非参数极大似然估计了区间数据的分布
函数的形式 在平面上点 i，∑

j≤i
δ( j( )) 处用区间数据

估计的分布函数为

ym = F̂n ( T( m) ) = max
i≤m

min
k≥m

∑
i≤j≤k

δ( j)

k － i + 1 ( 2)

又对其性质进行了研究．
引理 1［1］ F( x) 和 G( x) 分别是 X 和 T的分布

函数，设 F( x) 和 G( x) 都连续，并且满足下列条件
之一:

1) PF 关于 PG 绝对连续 ( PH 表示 H 产生的测
度) ;

2) G( x) 严格增加，
设 t0 满足 0 ＜ F( t0 ) ，G ( t0 ) ＜ 1，F ( x) 和 G ( x)

在 t0 处均可微，且有 f( t0 ) ＞ 0，g( t0 ) ＞ 0，则

n
1
3 { F̂n ( t0 ) － F( t0 ) }

1
2 F( t0 ) 1 － F( t0 )

f( t0 )
g( t0( ){ })

→1
3

L
2Z ( 3)

其中 →:
L
表示依分布收敛; Z = sup{ t: B ( t) － t2 =

sup
u
{ B( u) － u2 } ，t≥0} ; B( t) 是零初值的标准 Brown

运动．
在文［5］中，对一列随机变量序列的依分布收

901第 1 期 张学玲等:区间型数据下复杂系统可靠度估计及性质的研究



敛情况的叙述如下:

引理 2［5］ 设 D 是 R ( m) 中的开集，g 是 R ( m) 上
有限可测函数且在 D 上连续，若 ξ( n) 依分布律收敛

是 ξ，记作是 ( ξ( n) →)
L

( ξ) ，且 Pε ( D
c ) = 0，则

( g( ξ( n) →) )
L

( g( ξ) ) ． ( 4)
在文［10］中，对基于最小路径描述的复杂系统

的可靠度解析表达式及其性质的叙述如引理 3 和引
理 4，为了方便理解，首先引入了相关定义:
定义 1［10］ 设 α = ( a1，a2，…，am + 1 )

T，β = ( b1，
b2，…，bm + 1 )

T，为两个 m + 1 维列向量．

记 α∨
+
β = ( γ1，γ2，…，γm + 1 )

T，其中 γ1 = a1 + b1，γi =
max( ai，bi ) ，i = 2，…，m + 1．
定义 2［10］ 设 C = ( c1，c2，…，ck ) 为( m + 1) × k

阶矩阵．对于固定的 j( j = 1，2，…，k) ，令 fi1，i2，…，ij = ci1

∨
+
ci2∨

+
…∨

+
cij，其中，1≤i1 ＜ i2 ＜… ＜ ij≤k．

记珟C j = ( fi1，i2，…，ij ) 为所有以 fi1，i2，…，ij为列向量构

成的( m + 1) ×
k( )j 阶矩阵，且与列的顺序无关．

定义 3［10］ 设 Q 是一个 ( m + 1 ) × s 阶矩阵，
其中第一行是相等的正整数，其余元素不是 0 就是
1．对于 2≤i≤m + 1，将 Q的第 i行每个 0 所在的列
划去，然后再将该行所有元素为 1 的改为 0，其余不
变．得到的新矩阵定义为 d( Q，i． )
引理 3［10］ 设独立子系统 Si 的寿命分布函数

为 Fi ( t) ，其可靠度函数为 Ri ( t) ，记 Ri ( t) =1 － Fi ( t) ，
i = 1，2，…m． 系统 S 的最小路径矩阵为 Am × k，寿命

分布函数为 F1，A ( t) ，可靠度函数 R1，A = 1 － F1，A ( t) ，

记 C =
1T( )A

= ( c1，c2，…，ck ) ，这里 1T = ( 1，1，…，

1) ，珟C j 为 ( m + 1 ) ×
k( )j 阶矩阵，则有 R1，A ( t) = －

∑
k

j = 1

珘R珘Cj = ψ1，A ( 珘R( t) ) ．

其中 珘R( t) = ( － 1，R1，R2，…，Rm )
T ．

注意此引理中，ψ1，A ( 珘R( t) ) 就是基于最小路径
矩阵的复杂系统，以子系统可靠度表示系统可靠度

的解析表达形式．
引理 4［11］ 设复杂系统 S 的最小路径矩阵 A

为 m × k阶矩阵，系统可靠度函数 R1，A = ψ1，A ( r1，r2，

…，rm ) ，记 C =
1T( )A

= ( c1，c2，…，ck ) ，这里 1T = ( 1，

1，…，1 ) ，珟C j 为 ( m + 1 ) ×
k( )j 阶矩阵，则有R1，A

rj
=

－∑
k

v = 1

珘Rd( 珓cv，i +1) ，

2R1，A

rirj
= －∑

k

v = 1

珘Rd( d( 珘CV，i +1) ，j +1) ，i≠ j

0，
{

i = j
( 5)

其中珟R = ( － 1，r1，r2，…，rm )
T ．

下面考虑基于最小路径描述的复杂系统并且在

其子系统的寿命数据是区间型数据的条件下系统可

靠度的估计问题，并给出了估计的渐近分布:

设复杂系统 S是由 m个独立子系统 S1，S2，…，
Sm 构成的，并且每个子系统 Si 中的样本为 Xi1，Xi2，

…，Xini
，用式子 ( 1 ) 中的区间型数据{ Ti } 的观察值

来估计寿命分布函数，每个子系统 Si 的寿命分布函

数 Fi ( t) ，可靠度函数 Ri ( t) = 1 － Fi ( t) ，i = 1，2，…
m，其密度函数为 fi ( x) ，并且 Fi ( t) 估计量为形如式

( 2) 的 F̂i ( t ) ，可靠度函数的估计量为 R̂i ( t ) ，记

R̂i ( t) =1 － F̂i ( t) ，i = 1，2，…m． 系统 S 的最小路径

矩阵为 Am × k，其寿命分布函数的估计形式为 F̂1，A( t) ，

可靠度函数的估计形式为 R̂1，A = 1 － F̂1，A ( t) ，记 C =

1T( )A
= ( c1，c2，…，ck ) ，这里 1T = ( 1，1，…，1 ) ，珘Cj 为

( m + 1) ×
k( )j 阶矩阵，则有 R̂1，A ( t) = －∑

k

j = 1
R̂
～ 珘Cj =

ψ1，A ( R̂ ～ ( t) ) ，其中 R̂
～
( t) = ( － 1，1 － F̂1，1 － F̂2，

…，1 － F̂m )
T，F̂m ( t) 如式( 2) ．

下面再考虑 ψ̂1，A ( R̂
～
( t) ) 的大样本性质:

定理 1 设复杂系统 S 是有 m 个独立子系统
S1，S2，…，Sm 构成的，Ti 是对区间型数据的刻画，其

分布函数为 Gi ( t) ，其密度函数为 gi ( x) ，且满足下
列条件之一:

1) PFi关于 PGi绝对连续 ( PH 表示 H 产生的测
度) ．

2) Gi ( t) 严格增加，而且 Xi 有密度 fi，Ti 有密度

gi，设 t0 满足 0 ＜ Ri ( t0 ) ，Gi ( t0 ) ＜ 1 并且 fi ( t0 ) ＞ 0，
gi ( t0 ) ＞ 0，则由对式( 4) 的确定得到

n
1
3 { ψ( R̂( t0 ) ) － ψ( R( t0 →) ) }

L
W ( 6)

这里W = －2∑
m

k =
[

1
∑

k

v = 1

珘Rd( 珓cv，2 ] {) 1
2 ( 1 － Rk [) 1 － ( 1 －

Rk )
fk ( t)
gk ( t ] })

1
3
·Zk．
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Z1，Z2，…，Zn 独立与 Z有相同的分布，这里 Z = sup
{ t: B( t) － t2 = sup

u
{ B( u) － u2 } ，t≥0} ，B( t) 是零初

值的标准 Brown运动，

证明:因为 Ri ( t) =1 － Fi ( t) ，R̂i ( t) = 1 － F̂i ( t) ，
i = 1，2，…m．和引理 1 中式( 3) 得

n
1
3 ( Ri － R̂i )

1
2 ( 1 － Ri ) 1 － ( 1 － Ri )

fi ( t)
gi ( t[ ]{ })

→1
3

L
2Z ( 7)

又由 m元函数的泰勒公式，得

ψ( R1，…，Rm ) － ψ( R̂1，…，R̂m ) = ∑
k

i = 1

1
i [! ( R1 －

R̂1 )

R1

+ ( R2 － R̂2 )

R2

+ … +

( Rm － R̂m )

R ]

m

i
·ψ( R̂1，…，

R̂m ) + rk ( R1，R2，…，Rm ) ， ( 8)
上式中

rk ( R1，R2，…，Rm ) =
1
( k + 1 [) ! ( R1 － R̂1 )


R1

+

( R2 － R̂2 )

R2

+… + ( Rm － R̂m )

R ]

m

k + 1
×

ψ( R̂1 + θ( R1 － R̂1 ) ，R̂2 + θ( R2 － R̂2 ) ，…，R̂m +

θ( Rm － R̂m ) ) ，0 ＜ θ ＜ 1．
当 k = 1 时，

r1 ( R1，R2，…，Rm ) =
1
2 [! ( R1 － R̂1 )


R1

+

( R2 － R̂2 )

R2

+… + ( Rm － R̂m )

R ]

m

2
×

ψ( R̂1 + θ( R1 － R̂1 ) ，R̂2 + θ( R2 － R̂2 ) ，…，

R̂m + θ( Rm － R̂m ) ) ，0 ＜ θ ＜ 1．
又因为式( 7) ，有

R̂i － Ri = n － 1
3 {· 1

2 ( 1 － Ri [) 1 － ( 1 － Ri )
fi ( t)
gi ( t ] })

1
3
×

n
1
3 ( Ri － R̂i )

1
2 ( 1 － Ri ) 1 － ( 1 － Ri )

fi ( t)
gi ( t[ ]{ })

1
3
，

其中

n － 1
3· 1

2 ( 1 － Ri ) 1 － ( 1 － Ri )
fi ( t)
gi ( t[ ]{ }) →

1
3 P

0，

n
1
3 ( Ri － R̂i )

1
2 ( 1 － Ri ) 1 － ( 1 － Ri )

fi ( t)
gi ( t[ ]{ })

→1
3

L
2Z，则

R̂i － R →i
L

0，记 R̂ →i
L

Ri，

故 R̂ →i
P

Ri，i = 1，2，…，m． 并且 2ψ
R1R2
， 

2ψ
R1R3
，

…， 
2ψ

R1Rm
， 

2ψ
R2R3
，…， 

2ψ
R2Rm
，…， 2ψ

Rm － 1Rm
，

2ψ
2Ri

都是有界的，则余项 r1 ( R1，R2，…，Rm →)
P

0．
又由式( 8) 展开整理，得

n
1
3［ψ( R1，…，Rm ) － ψ( R̂1，…，R̂m) ］=
ψ
R1

n
1
3 ( R1 － R̂1 ) +

ψ
R2

n
1
3 ( R2 － R̂2 ) +… +

ψ
Rm

n
1
3 ( Rm － R̂m ) + r1 ( R1，R2，…，Rm ) =

ψ
R1
·

n
1
3 ( R1 － R̂1 )

1
2 ( 1 － R1 ) 1 － ( 1 － R1 )

f1 ( t)
g1 ( t[ ]{ })

1
3
×

1
2 ( 1 － R1 ) 1 － ( 1 － R1 )

f1 ( t)
g1 ( t[ ]{ })

1
3

+

ψ
R2
·

n
1
3 ( R2 － R̂2 )

1
2 ( 1 － R2 ) 1 － ( 1 － R2 )

f2 ( t)
g2 ( t[ ]{ })

1
3
×

1
2 ( 1 － R2 ) 1 － ( 1 － R2 )

f2 ( t)
g2 ( t[ ]{ })

1
3

+… +

ψ
Rm
·

n
1
3 ( Rm － R̂m)

1
2 ( 1 － Rm) 1 － ( 1 － Rm)

fm( t)
gm( t[ ]{ })

1
3
×

1
2 ( 1 － Rm ) 1 － ( 1 － Rm )

fm ( t)
gm ( t[ ]{ })

1
3

+

r1 ( R1，R2，…，Rm ) ．
再由于引理 4 中的式子( 5) ，得

n
1
3 { ψ( R̂( t0 ) ) － ψ( R( t0 →) ) }

L
W，定理证毕．

定理 1 的给出为在区间型数据下，系统可靠度
的置信下限的估计，系统可靠度假设检等问题的解

决提供了一个近似的方法，在此仅应用于系统可靠

度的置信下限估计问题中．

取 Ŵ = ∑
m

k = 1
âk·Zk

其中 âk = － [2 ∑
k

v = 1
R̂ ～ d( 珓cv，2 ] {) 1

2 ( 1 － R̂k [) 1 － ( 1 －

R̂k )
fk ( t)
gk ( t ] })

1
3
，k = 1，2，…，m．

步骤如下:

1) 对 Z1，Z2，…，Zm 分别独立抽样得到 z1，z2，
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…，zm，然后计算得 W1 ;

2) 重复( 1) n次，得到 Ŵ1，Ŵ2，…，Ŵn，并记其次

顺统计量为 Ŵ( 1) ，Ŵ( 2) ，…，Ŵ( n) ．

3) 那么系统可靠度 1 － α 置信下限近似为 ψ̂ －

n － 1
3 Ŵ( ［n( 1 － p) ］) ．
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